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GEOESTATISTICA MULTIVARIADA

1-INTRODUCAO

A teoria e o0s principios bas cos da Geoestatistica Multivariada, cujo objectivo principa € a
esimacdo smulténea de um conjunto de variavels espaciamente correlacionadas (varidvels
corregionalizadas), sdo conhecidos desde os primordios da Geoedtetistica. No entanto, as
aplicacdes tém sdo escassas, a menos que a variavel de maior interesse econdmico, por
gpresentar custos de amostragem substancidmente superiores, sga conhecida gpenas num
pequeno nimero de pontos. Esta sSituacdo deve-se, provavelmente, a complexidade
computaciond e de notagdo introduzidas. No entanto, esta Situacdo tem-se vindo a
modificar progressvamente, com varias aplicagbes nos Ultimos anos em dominios téo
variados como sgam a indUstria mineira, geoquimica, pedologia e geohidrologia — v.g.
Guarascio (1976), Magri (1972), Wackernagel (1987), Aboufirass e Marifio (1984),
Ahmed e Marsily (1987) e Ribeiro e Muge (1989).

A Geoedtaistica Multivariada gpresenta também potencididades enormes no ambito da
andlise edtrutural, conforme descrito por Wackernagel (1988, 1989) e Sousa (1988b,
1989). A andlise dos variogramas simples e cruzados das diversas varidveis, enriquece 0s
resultados dos métodos cléssicos de Andise de Dados, que ndo tomam em conta a
edtrutura espacid das varidve's, judtificando, SO por 9, 0 estudo conjunto das variaveis
regiondizadas. Neste trabaho, procura-se, sempre que pertinente, fazer o pardelismo entre
a Geoeddtigica Multivariada e a Andise de Dados (em paticular a Andise em
Componentes Principals).

2.VARIOGRAMAS CRUZADQOS

Segja um conjunto de p variaveis regiondizadas conhecidas em n pontos amostrais, com
coordenadas x;:

{Zj(&); i=1..nj=1 .., p}

Conceptua mente, pode tomar-se as p variaves regiondizadas z(x) como uma redizacéo
de uma Funcgéo Aleatoria p-dimensond Zj(x). Esta redizacéo €, habitualmente, Unica, pelo
gue a inferéncia estatistica SO € possivel se a Funcdo Alestdria verificar algumas hipoteses
de edacionaridade. Na Geoedtatistica mineira € habituad consderar dois tipos de
estacionaridade (Cf. Journd e Huijbregts, 1978, p. 32-33): estacionaridades de 22 ordem e
intrinseca.

Na hipétese de estacionaridade de 22 ordem os dois primeiros momentos sdo constantes,
n&o dependendo dalocalizagcdo espacia:



E{Zj (x)} =m, "X
Ellz; (x+h)- m;]|z;.(0 - mp[i=Cj; (h) "X (1)
Bz, x+h)z,0}- m?=c; () "X

A fungdo C; (h) éacovarianciaespacia davariave Z;(x), que depende apenas do vector h.
A estacionaridade da covariancia espacia implica a estacionaridade da variancia:

Var{z; (%} =C; (0)
Note-se que a edacionaridade da covaridncia cruzada é mais forte do que a
estacionaridade da covariancia Smples, isto € mesmo que cada uma das variaveis Z(X)
sga edtaciond&ria de segunda ordem, nada garante que a corregionadizacdo 0 sga, pois a

covariancia cruzada Cj; (h) pode ndo depender apenas do vector h.

A hipGtese intrinseca impde a estacionaridade dos dois primeiros momentos dos acréscimos
espacials. Assm, sendo os acréscimos a passo h dados por:

ej(h) =Z; (x+h)-Z;(x)
temos que agquel as duas condi¢des de estacionaridade s80 expressas por:
Ele (h)}=0
Ele, (h)e; ()} =29, () "X
ElemPl=20;m v
O segundo momento dos acréscimos &, por definicdo, o variograma da variavel Z(X):
o, () = Ee 0]}
Do mesmo modo se pode definir o variograma cruzado entre as variaveis Zj(x) e Z;(x):

0;- (0) = Ele; (e, () @

Convém sdientar que, contrariamente ao caso monovariado, na hipotese mais restritiva (na
medida em que abrange uma menor variedade de fenmenos) de estacionaridade de 22
ordem, o variograma e a covaiancia espacia ndo sfo equivaentes. Neste caso 0
variograma e as covariancias verificam a seguinte relacdo, que se obtém desenvolvendo (1):



g; (h)=Cy. (0) '%[ij' (h)+Cy; ()] 3

Verificase assm que o variograma é uma fungdo mais pobre do que a covariancia sendo
equivalentes apenas no caso (frequente) em que estas sGo SMéricas, IS0 €, em que se
verifique a seguinte relacéo entre as duas fungoes:

Cipr (M=Cjy ()

Pode-se definir, no entanto, uma relacéo de Smetria generalizada, que resulta directamente
de(1):

Cjp ()= Cyj )

No entanto, o variograma pde problemas de estimacdo menos ddlicados do que as
covariancias (Smples e cruzadas), pois estas ndo podem ser estimadas sem enviezamento
(provocado pelo desconhecimento da média a passo h, que tem de ser estimada).

A expressio (3) mostra que o variograma cruzado g;(h) é pelo contraio, uma fungéo
smétrica. Verifica-se também que pode tomar vaores negativos, enquanto os variogramas
smples s6 tomam vaores positivos. Fazendo | = ) na expressao (3), obtém-se a relacéo,
ja conhecida da Geoedtetistica monovariada, entre 0 variograma e a covariancia espacid,
no caso da hipétese de estacionaridade de 22 ordem:

g, (h)=C; (0)-C, (h)

O cdculo do variograma cruzado experimental pode fazer-se pelo estimador seguinte, em
que a esperanca do produto dos acréscimos é substituida pela média espacid:

1 NP

N & 31z, o +h- z, 00]z06 +h) - 25 (%)]

gy (h)==——

onde N(h) € o nimero de pares de pontos separados de h.

Para j = |, obtém-se a expressdo classica do variograma experimental para uma Unica
vaiavd regiondizada:

g’ (=—-5 {z, 0 +1)- Z, 0) )

2N (h)

Para 0 cdculo dos variogramas cruzados experimentals existe uma expressio que permite
smplificar os cdculos, no caso em que as variavels foram iguamente amostradas. Sendo
Z(X)= z(x)+ z-(x), pode-se demonstrar que:



9;4(h) =§[gs(h>- g, (h)- g;e(h)]

O variograma cruzado gj-(h) pode ser caculado a custa dos variogramas smples das
variaveis z(x), z-(x) e davariavel soma

g0 (h)= % o’ (-9’ (h)- g M)

3- MODELOSDE CORREGIONALIZACAO

Os variogramas experimentais podem, para cada classe de disténcia h, ser dispostos
segundo uma forma matricid G, representando cada elemento o valor do variograma
cruzado dasvaridveisj e |, para cada classe de disténcia h (ver figura 1). A variancia das
combinagbes lineares autorizadas devem sar pogtivas, peo que os moddos dos
variogramas g;(h) devem ser condiciondmente definidos postivos e as marizes G,
definidas positivas para quaquer k.

Do ponto de vista da Analise de Dados, para cada classe de distéancia e direccéo
(dada pelo vector h) pode calcular-se uma matriz de variancia - covariancia dos
acréscimos €h). Sendo K o nimero de classes de distancia estatisticamente
significativas (nimero méximo de passos do variograma), obtém-se uma pilha de K
matrizes variancia-covariancia (Figura 1). Do ponto de vista da Geoestatistica
Multivariada essa pilha de matrizes é constituida por um conjunto de p variogramas
simples (fazendo variar | até K para a diagonal principal das sucessivas matrizes
variancia-covariancia) e p(p-1)/2 variogramas cruzados (para os elementos nao
diagonais). Estes variogramas sao fungdes ordinarias do passo h e constituem a
ferramenta estrutural basica da Geoestatistica Multivariada.

¥ ih

Figural - Matriz dos variogramas simples e cruzados.



Em parado com a geoedtatistica monovariada, pode por-se a hipétese de que uma
corregionalizacéo se pode traduzir por uma soma de estruturas imbricadas, revelando uma
sucessdo de fendmenos de transicéo (a diferentes escalas espaciais) que actuam de modo
andogo paraas p variavels. Entéo cada um dos variogramas smples e cruzados dafigura 1
pode reduzir-se a sobreposicao de N° estruturas imbricadas, cada uma delas modelizada
por um esquema tedrico (esférico, gaussiano, linear, etc.). Cada variograma é dado por:

Ne&-1
g;(h)= & bigl(h)

u=0

3.1- Modelo Linear

No quadro do modelo linear de corregiondizagtes (Journe e Huijbregts, 1978, p. 171),
para cada escala u, a forma e a amplitude dos variogramas s0 as mesmeas para todas as
vaiaves, podendo, assm, smplificar-se a pilha de matrizes da figura 1 representando os
variogramas smples e cruzados através da consideracdo de, gpenas, N° matrizes (N°® <<
K), cada uma das quais reflecte uma estrutura imbricada, vaida paratodas as p variaves
(v.g. figura 2).

U]”"

j
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Figura 2 - Matriz dos variogramas simples e cruzados (modelo linear)

Nesta formulaggo a pilha de variogramas Smples e cruzados g;-(h) € dada por:



Ne&-1
g;(h)= & biig'(h)
u=0

u 7z . e . . -y
onde b, € o0 patamar do variograma cruzado para as variavels j e ' e para a estrutura u.

Em gerd, N® é da ordem de 2 ou 3, 0 que permite reduzir o problema da descricéo
estrutural das variaveis correlacionadas espacidmente através de 2 ou 3 matrizes B,
definidas positivas, de dimensdo (p X p), cuja soma reproduz a matriz variancia-covariancia
dos dados:

L, Nt

— u

sj=abj
u=0

Neste caso, as variavels podem ser expressas como combinacoes lineares de factores
ortogonais y, (X) :

N;-l op
Zi(®»=a a €jaya®

u=0 a=1

Os coeficientes devem verificar ardacdo seguinte;
$
b = & el
a=l
Estes coeficientes podem ser obtidos por diagonaizacéo das matrizes de corregionalizacéo
B":
eLjJa =My Vja
em que m, € o valor proprio de ordem a damatriz B" e v, € acoordenada j do vector
proprio que lhe esta associado.

3.2 - Moddo intrinseco

No modelo linear admite-se que as amplitudes sfo idénticas (em cada estrutura) para todos
os variogramas. Pode ainda acontecer que, Smultaneamente, as matrizes B" sgjam todas
proporcionais a uma matriz B. Tratase do modelo de corregionalizacdo intrinseca,
sgnificativamente mais smples do que o modelo linear, embora mais dificil de gudar aos
dados, pois 0 nimero de parametros a estimar € menor. Em Pereira e Soares (19389)
encontra-se uma aplicagdo da geoedtatistica a varidvels piscicolas, que verificam uma
corregionalizacdo deste tipo.

Neste caso os variogramas g+ (h) sao dados por:

Ne-1

g;(h)= & big'(h)
u=0



jir = by b"
sendo b" uma constante de proporciondidade

A pilha de variogramas smples e cruzados, no quadro do modelo intrinseco reduz-se auma
Unicametriz B, cuja diagonalizac&o conduz a factores ortogonais independentes de h.

A andise multivariada reduz-se, no caso do modelo intrinseco, & andise monovariada dos
factores resultantes de uma Andise em Componentes Principais. Tratase de uma
amplificacéo importante pois permite reduzir a cokrigagem a adgumeas (poucas) krigagens.

4 - PROBLEMASDE AJUSTAMENTO DO MODELO LINEAR

Cdculada a matriz varidnciacovariancia dos dados e andisados o0s variogramas
experimentais para cada varidvel (o que permite ter uma primeira ideia sobre o nimero N°
de edtruturas imbricadas presentes na regionaizacéo), pde-se agora 0 problema de
decompor a matriz variancia - covariancia na soma de N° matrizes que respeitem os
variogramas experimentais smples e cruzados e que sgam do tipo definido postivo. Esta
Gltima condi¢do, ab mesmo tempo que é exigida pela coeréncia interna do método, pois
conduz a combinacBes lineares autorizadas, assegurando variancias postivas (Cf.
Matheron, 1982, p. 6), leva a que, do ponto de vista da Andlise de Dados, sgja possivel
efectuar a factorizacdo dessas sub-matrizes (pardelamente a Andise em Componentes
Principais), conforme proposto por Wackernagel (19854).

Umamatriz B diz-se definida positiva se, para todo o vector y néo nulo, se verificar a
seguinte relacdo (Dias Agudo, 1972, p.116):

yBy >0

De entre os diversos critérios que permitem verificar se uma matriz € definida pogtiva (cf.
Demidovich e Maron, 1976, pp. 388-389), destacam-se os dois utilizados no agoritmo de
gjustamento semi-automéico do modelo linear de corregiondizages, descrito em Sousa
(1988) :
i) A meatriz B € definida positiva se todos os vaores proprios forem positivos ou nulos.
ii) Uma matriz red e Smétrica B € definida podtiva se todos 0s menores principais
forem pogtivos ou nulos.

Como conseguéncia do Ultimo critério vem que:

£.[o! by

u
b”.




b! 2 0

Das duas rel agdes anteriores pode-se concluir que se

;=0
ou

b} =0
entdo

b’ =0

Toda a estrutura presente num variograma cruzado tem, necessariamente, que
aparecer nos variogramas simples das variavels correspondentes. A conclusio
contréria ndo é verdadeira: uma estrutura pode gparecer num variograma smples sem que
se manifeste nos variogrameas cruzados.

Descreve-se seguidamente um procedimento iterativo que permite gustar as matrizes BY, no
caso de uma corregiondizacéo linear:

i) Determinacéo visua do nimero de estruturas e ementares presentes nNos variogramas
experimentais smples, bem como dos parametros de forma respectivos (amplitudes
dos model os de variograma com patamar).

i) Ajustamento dos parémetros de forma dos variogramas cruzados, sabendo que uma
estrutura ndo pode gparecer no variograma cruzado se ndo estiver também presente
nos variogramas S mples correspondentes.

i) Ajustamento visual dos patamares de cada uma das edruturas presentes nos
variogramas experimentais Smples e cruzados.

iv) Diagondizacdo das matrizes B". Se os valores proprios forem todos positivos, estas
matrizes 20 definidas postivas. Se dguma das matrizes € indefinida pode-se anular
0s vaores proprios negativos (normamente desprezavels face ao trago da matriz) e
recongtituir a matriz, bem como as outras matrizes de corregionadizacéo, de modo a
assegurar a coeréncia com os valores experimentais.

5- COKRIGAGEM

Conforme ja referido o objectivo principal da Geoestatistica multivariada consste na
edimacdo smultanea de um conjunto de varidveis em pontos ou dominios de dimenséo v.



Tratase de estimar o vdor z (X ), a custa de uma combinacéo linear da informacéo
disponivel em todas as variavels.

. $ g
Zi(X)=aal;zjx)

j=1i=1

A esperanca do erro de estimagao é dada por:

E{Zjo(XO)'Z*J'O(XO)}:{ZJO(XO)}' gl ol E{Zjo (i )}g | jiE{Zj(Xi)}
i=1 * o

. é rgo l:J o 2]
E{ZjO(XO)'ZjO(XO)}:ij@-_ alju-amal;
8 = B i ix

A condicdo de ndo enviezamento traduz-se entéo pelas p equacoes:

al=1 (4)

nj
o) nwo_ L. .
al;=0 =1..p; )t o
i=1
e . . . 2 ..
A minimizacdo da vaiancia de krigagem E{[zjo(xo)-zjo(xo)] } ujeita aos
constrangimentos de néo enviezamento conduz ao sistema de cokrigagem:

1P g . .

ra A | 9 (6 - %) +m) =0 (% - %) T :11---1"‘:601 n;; '=L..,p
I j=ti=1

I nj

-y =1

Ti=1

[

I | ji =0 ! J :lp’ J ! jO

}i:l

A relagdo (4) exige n; * O, isto é.a variavel primaria deve ser conhecida em pelo menos
uma das amostras estimantes.



6 - ANALISE GEOESTATISTICA DE DADOS
6.1 - Andlisefactorial de corregionalizacbes

O fenémeno corregiondizado globa foi decomposto numa Série de N° estruturas associadas
a diferentes escdas. Para cada escala, obteve-se uma matriz varidncia-covariancia, de

termo gerd bf] , que da conta do sistema de interdependéncias entre as p variavels para a

ecaa u. Em paado com a Andise em Componentes Principais da matriz variancia -
covarianciaglobd B, pode agora factorizar-se cada uma das matrizes B" , obtendo-se
assm uma sintese da estrutura das variavels, relacionada agora com a escala espacia do
fendmeno.

Supondo que cada uma das estruturas espaciais imbricadas foi interpretada com base nos
Seus variogramas, 0 que conduziu a decomposicio da variancia totd em N° termos - o
efeito de pepita, 0 patamar da estrutura 1, o patamar da estrutura 2, etc. - pode agora
interpretar-se cada uma das estruturas espaciais per s, do ponto de vista da Andise de
Dados. Assm os factores resultantes da estrutura pepitica estéo relacionados com
determinado conjunto de variavels, os que se obtém a partir da 12 estrutura com outro
conjunto de varidveis, etc.

Enriquece-se deste modo a andise factorid global através da consideracéo da factorizacéo
das N° edruturas diferentes, cada uma delas ligada a uma escda do fendmeno
regiondizado.

Conforme ja referido anteriormente (Cf. 3.2), quando as variaveis se gpresentam em
corregiondizacdo intrinseca a diagondizacdo das N° matrizes € equivdente a Andise em
Componentes Principais da matriz variancia-covariancia.
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