2. INTRODUCAO AOS METODOS FACTORIAIS

CONCEITOS GEOMETRICOS. INERCIA.

Os métodos factoriais de Andlise de Dados permitem descrever matrizes X (segundo o
modelo do Quadro Q da Fig. 2.1) de dimensdo (n, p) que representam os valores
tomados por p propriedades em n individuos; x;; € o valor tomado pela propriedade

(variavel) j no individuo (amostra) i.
A matriz X pode ser tomada segundo as linhas ou segundo as colunas:

- Cada linha de X é um vector que representa a posicao de um individuo no espago

das propriedades R”.

- Cada coluna de X € um vector que representa a posicdo de uma propriedade no

espago dos individuos R"

Assim a matriz pode ser assimilada a duas nuvens de pontos distintas, conforme o

espaco escolhido, como se pode visualizar no exemplo esquematico da Fig. 2.1.

P1 P2
RP 1 2 1 . Rn
P2 12
12 3 2
3 3 P1
12
5 5 P2
11
1 1
1 2 3 1 2 3
P1 1

Fig. 2.1 - Representagio das nuvens em R” e R".

Quando o ndmero de individuos e propriedades é elevado, ndo é possivel detectar a
estrutura da nuvem em estudo sem procurar diminuir a dimensdo do espago, objectivo

comum dos varios métodos de Analise Factorial de Dados.
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Esta redu¢do de dimensdo deve assegurar uma perda de informag@o minima, isto é, o

sub-espaco a pesquisar tem de garantir a menor deformacao possivel da nuvem inicial.

Seja uma nuvem constituida por n pontos x; com coordenadas x; € massa m;. O centro

de gravidade da nuvem é dado por

A média ponderada pelas massas dos n individuos da varidvel j, dada por
n
g, = 2. mi X
i=1

constitui a j-ésima componente do centro de gravidade da nuvem dos individuos. Em

. 1
partlcular, s€e m; =— vem
n

8; =

S | =

n
2% =X,
i=1
A inércia da nuvem em relagdo a um ponto a é dada por:
n )
Ia = Zmi(xi _a)
i=1

Note-se a equivaléncia entre a varidncia da varidvel j e a inércia em relacdo ao seu

centro de gravidade

A matriz de inércia, dada por:

v:jmi(x,.—g)T<xi—g)

( . (o . A A 1
€ o equivalente geométrico da matriz varidncia-covariancia (fazendo m; = —). Note-se
n

que a inércia em relag@o ao centro de gravidade se pode escrever:

Io=tr(V)=)"v,
i=1
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Seja W um sub-espago vectorial de R’ e W o seu suplementar ortogonal. Entao

qualquer vector x; de R” pode decompor-se, de forma tinica, na soma de 2 vectores:
M=yt ’ X €R"; yeW; zeW!
com y; e z; ortogonais (y; z; =0).

Se o centro de gravidade da nuvem coincidir com a origem temos

n
_ 2
L, = Zmizi
i=1
n
_ 2
L= Zmiyi
i=1

Como os dois espagos sao ortogonais vem (Teorema de Pitdgoras):

I,=1,+I,

ANALISE GERAL
Analise em R?

Pretende-se ajustar a nuvem de n pontos por um sub-espaco vectorial munido da

distancia euclideana usual.

Comecemos por procurar a recta F'j, passando pela origem, que melhor ajusta a nuvem,
segundo o critério dos minimos quadrados. Seja u;, um vector unitdrio sobre a recta,

isto é, tal que

P
T
u; u; =1 ou ZMIZJ-:l
Jj=1

Cada linha de X representa um ponto em R”. A matriz Xu; representa as projec¢des dos

n pontos em Fy (vd. Fig. 2.2).
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Fig. 2.2 - Projec¢do de um ponto num vector.

O quadrado da distdncia de um ponto x; a origem decompde-se na soma do quadrado
da projeccdo em F (x; u;) com o quadrado da distincia a F; (d;). Minimizar a perda de
inércia € equivalente a minimizar a soma dos quadrados das distincias a Fj, ou

maximizar a soma dos quadrados das projec¢des em F;, dada por
Xu)" Xuw=u" X" Xu,

Encontrar a recta que melhor se ajusta a nuvem traduz-se em maximizar a forma

quadratica
u; X X u; sujeita ao constrangimento u;" u; = 1.

Para encontrar o méiximo daquela forma quadritica formemos a lagranjeana L e

derivemo-la em ordem a u;

L= M]TXTXM]- ﬂ](M]Tlxt] - ])

AL ot Xu;-2Au; =0
du;

X' Xu,-Au; =0 (2.1)

. . , P . T 2 . z
Conclui-se pois que u; € um vector préprio de X° X e A, que lhe estd associado, é o
maior valor proprio. Este valor préprio é o maximo procurado como se pode ver pré-

multiplicando (2.1) por u i
w," XT Xu,;-Au, u, =0

u," X" Xu, =4, (2.2)
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Procuremos agora o espaco a duas dimensdes que melhor ajusta a nuvem. Trata-se de
encontrar uma recta F, definida pelo vector unitario u; (ugT uy = 1) perpendicular a u;
(u2 uy= 0)

Neste caso a lagranjeana toma a forma

L=M2TXTXM2-/12(M2TM2- 1)- QMQTM] (23)
dL
EZZXTXMZ- 24,u, —0u; =0 (2.4)

Pré-multiplicando (2.4) por u ;" vem:
2u," XT Xuy-24u," u, —60u," u, =0
2u," XT Xu,-0=0 (2.5)
Pés-multiplicando (2.2) por u;” vem:
w," X" Xuyu," =4 u”
w," XT X=4u,"
Substituindo em (2.5) vem:
24u;," u, —6=0

Como u;" u; =0, da equacdo anterior resulta que o segundo parametro de Lagrange 8¢
nulo. Em consequéncia (2.4) transforma-se em
2X" Xuy-2Au, =0

X" Xu,-Auy =0
Assim u; € o vector proprio associado ao segundo maior valor préprio de X'X.
Generalizando mostra-se que

X" Xuy -Agu, =0
De notar que tr(X ¢ ): z Ag -
Assim o sub-espaco vectorial de dimensdo p, < p que melhor ajusta a nuvem, segundo

um critério de minimos quadrados, € engendrado por uma base constituida pelos p,

vectores proprios associados aos p, maiores valores préprios de X' X.
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Analise em R". Férmulas de transicéo.

Cada coluna da matriz X representa agora um ponto em R”, o que conduz a uma

nuvem de p pontos.

Procuremos o vector unitario v; que maximiza a soma dos quadrados das projeccdes
dos pontos sobre a recta G; a ele associado. Pretende-se agora maximizar a forma

quadrética seguinte
X" v) (X" vi)=vi" XX v,
De uma forma semelhante a utilizada para a andlise em R” verifica-se que v; é o vector
proprio correspondente a0 maximo valor proprio de X X" No caso geral vird:
XXy, -pgv, =0

~ L T T 1
Procuremos as relacdes entre os valores e vectores proprios de X° X e X X'. Da andlise

em R” e R", resultou respectivamente:

X' Xuy,-Ayu, =0 (2.6)
XXy, -y, =0 2.7

Pré-multiplicando a equacgdo (2.6) por X vem
XX" Xu,-2,Xu,=0 (2.8)

A relacio (2.8) mostra que X ug sdo vectores proprios de X X', sendo A, 0s respectivos
valores proprios. Comparando (2.6) e (2.7), verifica-se que A coincide com [, porque

sdo os valores proprios da mesma matriz.

Comparando (2.7) e (2.8) verifica-se que X uy € vy S30 proporcionais, pois sdo vectores

préprios da mesma matriz:
Vo =k X ug (2.9)

Pré-multiplicando (2.7) por X" e comparando os resultados com (2.6) verifica-se

analogamente a proporcionalidade entre uy € X vy
ug =k X" v, (2.10)
Pré-multiplicando (2.9) e (2.10) respectivamente por Vo' € Ug temos
l=kyv, Xu, = l=ka (2.11)

l=kyu, XTv, = l=kya
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com
az(va Xua)T zuaT xT Vg
Donde resulta que k; = k, = k.

Pré-multiplicando (2.10) por vaT X, vem

vaT Xuazkvar xx"y,

que, atendendo a (2.2), é equivalente a

Vo X g =k Ay

Substituindo em (2.11) vem

2.12)

Estas féormulas de transi¢cdo de um espago a outro sdo de grande importincia pois

simplificam o estudo das duas nuvens. E suficiente a diagonaliza¢do de apenas uma

das matrizes X’ X ou X XT, normalmente a de menor dimensao.
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